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Semiasymptotische Reihen
fir die Beugung einer ebenen Welle am Zylinder

Von WALTER FrANZ und RAIMUND GALLE

Aus dem Institut fiur Theoretische Physik der Universitat Minster i. W.
(Z. Naturforschg. 10a, 374—378 [1955]; eingegangen am 5. Mirz 1955)

In einer vorangegangenen Arbeit! wurden die Greenschen Funktionen des Zylinders
und der Kugel der Watson-Transformation unterworfen und asymptotische Formeln ab-
geleitet, die im Bereich nicht zu kleiner ka (k=2n/., a = Radius des Zylinders oder der
Kugel) brauchbar sind und eine Korrektur der geometrischen Optik darstellen. Nach

dieser Methode werden fiir die Beugung einer ebenen Welle am Zylinder Entwicklungen
bis zur GroBenordnung (ka)~2 angegeben.

1. Ausgangsformeln

ie primire ebene Welle e #¢s% fa]le auf einen Zylinder vom Radius @, dessen Achse zur
z-Achse parallel ist. Dann lautet die Losung des Beugungsproblems
e . f QJ, (ka) \
= v (o—a/2) 0 T (o) — —2 " HD) (ke 1

u ((_); (P) ,,=E_we l v( 0) !JHLU(IC(I) v ( Q)Ia ( )
wobei 2=1 fiir die Randbedingung v =0 und Q(x)F (x)=dF/dx fir die Randbedingung du/on=0.
Diese Reihe wird nach der frither! angegebenen Methode in eine Residuensumme iiber die Nullstellen
von QH" (ka) und ein Restintegral verwandelt. Es ergibt sich schlieBlich fiir die Randbedingungen
%(a)=0 und du/on (a)=0
fiir das Schattengebiet auf dem Zylinder (| ¢p—mx | < 7/2):

o i X cos¥ (p—m) exp [— 1 v, /2]
= AP —= — LY
_ = 2, . , 9
on (@, ) a IZI sin v, (@ Hﬁ,l) (ka)/dv) v=r, (=n)
. O @
41 O cosvy(p—m) exp [—1 v, /2]
=—— - . , 2b
it ) ka ,;1 siny, 7 (@2HD (ka)/ov & (ka))v=y, (2P)
fiir das Lichtgebiet auf dem Zylinder (|¢|<n/2):
+ @
o 4i < cos v, @ exp [i v, 7/2] 2 J exp[iv (p —7/2)]
_— = ——— g dy 3
on (@ ¢) a l=21 sin v, (0 H(VU (ka)|ov)v=y, ta Y Hs,l)(ka) ey
ti 2 i [iv (p — 7/2)]
i cos v, ¢ exp [iv; /2] 2 exp [iv (p — 7/
e : — ) b
v (a, ) ka ;1 sinvyw (@2 HD (ka)ev o (ka)) gy O j i H') (ka) e
fiir die Ausstrahlung in das geometrisch beleuchtete Gebiet:
_ 1 : i - HP (ka)-H\) (ke) |
alo, ) =g | dv exp [iv (p—2)] | O (ko) — —— ] ()
E o

. - o (1)
n 44 i cos v, ¢ exp [1v; n,’2]-H;l (ko)
ka

5 T oD (ka)/& v)r=>-H') (ka) ’
1
9 =5 J dw exp [iv (p —7/2)] {H‘f’ (ko) —

E

HY (ka)-H\) (ko) | -
J

(1)
HY (ka)
5 ; (1)
41 Z cos v, @ exp[iv,7/2]-Hy (ko)
ka & sinvia (g2 HY (ka)/dv o (ka))v=v, - HY (ka)

1'W. Franz, Z. Naturforschg. 9a, 705 [1954].
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BEUGUNG

v, und »; sind die im 1. Quadranten gelegenen Null-
stellen von H'V (ka) und HY" (ka), der Weg E ver-
lauft vom 2. zum 4. Quadranten (siehe Abb. 1),
im Unendlichen entlang der Nullstellenreihe von
HD (ko).

Abb. 1. Integrationswege.

2. Entwicklung der Hankel-Funktionen und
ihrer Nullstellen

Die Formeln (2) bis (4) werden im folgenden
asymptotisch fiir 0<ka< ko nach der Sattel-
punktsmethode ausgewertet. Zunéichst bestimmen
wir die Nullstellen von H'V (z) und HY' (z). Die
Watsonsche Integraldarstellung dieser Funktionen
lautet

i
HY (z j dt-exp[z-sinht—vi], (5a)
—
©+im
H(x) =—=—| d¢-sinh¢- exp [x-sinh ¢ —» ¢]. (5b)
— o0

Fiir v~ x liegt der Sattel bei t~ (0. Wir behalten nur
die Glieder bis zur 3. Ordnung in ¢ im Exponenten
und entwickeln die iibrigen in eine Reihe. Diese
wird nach endlich vielen Gliedern abgebrochen
und der Integrationsweg so verlegt, daBl das rest-
liche Integral konvergiert. Das Bildungsgesetz der
Reihe erkennt man, wenn man beachtet, da@ jeder
Faktor ¢ des Integranden durch eine Differentia-
tion nach —v» ersetzt werden kann. Man erhélt mit
Benutzung von Differentialoperatoren:

AM ZYLINDER

HO (2) ~

B xr
e T T
exp [i /6] 0

1
e dtexp[—'gx 34 (v— 2)t],
—e;(p [i 7t[6]- 00

H'Y (x) ~—sinh (%) HY (x). (61)

Mit der Abkiirzung

exp [i 7[6] -0

e—int/6 x\%
Al =S5 (5] | av-expi—tfpar+ —ap
exp [t /6] -0 (7 a)

+ ©
1
T2
— @

fiir das Airysche Integral und

dz-exp[—1t(t®—q7)],

= eﬁinlﬁ.(z/ﬁ)‘/a -t

g=y(r—a), y=e"3(6/x)% (7Tb)
geht (6a, b) iiber in
2y AD 400
1) Y 4
H) (@) ~= [AJr S A9 4y (840 800
A9 4012) 4(15) |
26
Ty (840-72 T 81200 48000)+"'[’ (8a)
, AB) A(6)
HY (2) ~— {A(l) +y ( + W)
A®B) A® A4(11)
4
Ty (120 T Jo5 T 800) tah)
6 AM 191 -4 (10) 3.4(13) A4(16) ]
Ty (120~42 T 724200 T 11200 48000)+"']'

A(q) geniigt der Differentialgleichung
N Sy
A"+ 54 =0.

Ersetzt man die hoheren Ableitungen von 4 mit
Hilfe der Differentialgleichung durch 4 und 4’, so
ergibt sich

13 ¢ 7° 1 7
4 . W R S I I
Yy [(81.140 243-800)A+( 420 T 27-140)‘1 ]
. 1 463 ¢ 283 ¢f
TY [\~ 8100 T 27-81-2800 — B1-81-112000
19 ¢ 13 ¢4 q7 ,
+ (_ 81-700 ' 27-81-400  81-81-16000 )A]

|
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. 2y 1 7 |
Q) P} s r_ a2 £ 2 A
H,” () = el [(30 +50)4t 4
q 7 19 ¢* 7
= —ard ] l—== .. ’
y [(540 t s1-1120)‘4+(81-280 213500 4
9b
. 103 ¢ 181 ¢°
Y |I\243°2800 T 81-81-56000  81- 213 16000
23 283 ¢ 61 ¢
T\ S 1200 27-81-2800 81-81-56000
Nun ist

B R
-3 )

Damit ist eine Entwicklung gefunden, die die Han-
kel-Funktion H" () und ihre Ableitung bei fe-
stem x und variablem » ~ « mit groer Genauigkeit
ausdriickt durch tabulierte Funktionen von festem
Index und variablem Argument.

In erster Niaherung sind die Nullstellen v, und »;
von HV(x) und HY’(x) durch die Nullstellen g,
und ¢; von 4 (q) und 4’(q) gegeben. Um genauere
Werte zu erhalten, setzen wir y als Potenzreihe in
y2~z="lx an, entwickeln 4 (¢q) und A4’(¢) an den
Stellen ¢, und ¢; nach Taylor und bestimmen durch
Einsetzen in (9) sukzessive die Koeffizienten. Es
ergibt sich mit s=6-"5-¢

(10)

- . _ . §;? 1
. U i _y . Si
v=x 4 3.5, — e—inl3. Y. TR
82 1 — 281 -5,4
1— i3 . =01 ¢ — i
( 5 )+e B0 \CY S 180

v nns

1 1 5,2
10 \ s + 3

(11a)

et a3, =% .

1 1 4sl "
+ 200 « Pk St
’ 1 1 4
o ”1/3' _5/:1. -
T 3000 (sﬁ 35
4-611-s,  2-281-g,*
63 + 7-81
Durch Einsetzen von (11) in (9) folgt
oHY (.z)) 2 4
- =3 « AV AF (1234)
( ov =7y 4 4" (q)
einfd 5 einl3 37572
S 2l 5 a'ls 630
1 37 563 5, 1
S el eyl el cef s
x 3150 ' 81-350 |
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9 1
(ﬂ) L= gy (12b)
ovox v=vy  3a;
Jpa B0l 1, B EeEl
| T (1031'-‘ Tt % (2003;l
7 47 52 1 1
T 300s, T 3150 )_ .t_(Z(JOOsl 1000s,
739 207 s,
91750 T 27 1700)
(6HE.‘)(m)) 29* ] pm/s 25,
ox v T'l:_ I "2l 15
e inl3 2% 1 4 17 s
2 1olo+.n_29-175(1— 9l )+} sy
2y
H) (2) = — A (q)) (13b)
el 713 23, e~ 73 7 58 ;2
{ 2k 15 a'h (_ 300 s, 9-175)
1 1 71 868 s, |
+?(— 75087 9250 T 81-875) o

Im Falle der Kugel interessieren die Nullstellen v,
und »; von d/da (x% -H'V (2)) und A/ da (x—% 'Hs,l)(x)):
e—inf3 1 ( 3 82

A p—1 TT[3 « Vs« Y S N - A
h=otetnlS-ak s+ —a— 15 5, 3) i

9 1 8 16 el 73 1
* 800 (?’7“3+ 63 ) 2 16000
l
27 36 16-197-s,  16-281-s
'(Eﬁ__s—f_ 63  7-81 ) ’
—1 7t[3 3
?’l:x+einl3'x%'st_e_myj/‘—1_10(silz+%)
3 49 283 einf3 1
T To0w (24313 TR )_ = 1000
343 343  428s,  4-281-s}
'(4315 T 382 ' 3 7-81 ) d

3. Semiasymptotische Reihen fiir die
Wellenfunktionen

Die in (3) auftretenden Integrale

+ ©
exp [ty (p—m/2)]
A
. QH) ()

—®

werten wir nach der Sattelpunktsmethode aus, in-
dem wir den Integranden mit H® (z) erweitern
und im Zihler dafiir die Sommerfeldsche Integral-
darstellung, im Nenner die Debyeschen asympto-
tischen Reihen fiir H, (x) einsetzen?.

1
Das Integral - j dvexpliv(p—n/2)] H? (ko)
2 Magnus-Oberhettinger, Formeln und Satze

fiur die speziellen Funktionen der mathematischen
Physik, 2. Aufl. Springer 1948; S. 33.



BEUGUNG

von (4) ergibt fiir |@|<n/2 exakt die Primirwelle
e_ikgcoszp_

Zum Beweis gehen wir von der Entwicklung der
ebenen Welle nach Bessel-Funktionen aus

@©

e~ikocosg — ¥ inﬂIZ.g”.JV(kQ)(_l)u.c(,sv(p
v=0
(¢ =1, & =2 fir v & 0)

v

und verwandeln sie in ein Umlaufsintegral uber die
positive reelle Achse, wobei der Weg C durch den Null-
punkt zu legen ist (Hauptwert):

cos vy @

1
e—ikocosp — —.J<d1'ei"’7/2.].,(kg) .
1 sy

cos v @

1 y
:—,J‘dvv“’"/ZJ,,(kg) = .
i sinv
Bei der letzten Umformung wurde benutzt, dafl der
Integrand rechts von den Nullstellen von H 2) (ko) fur

|®|<7/2 im Unendlichen mindestens exponentlell ver-
schwindet. Da FE symmetrisch zum Nullpunkt liegt,
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fihren wir auf dem unteren Teil £, von E als neue
Variable —» ein und erhalten

e—ikocosp — _j

Wegen etV 7 J, (z)

cosve
sinvz
((,z. n[2 J, (kg)——e_i vaf2 J_, (kg)).

—dJ_, (z)=1 sin v:z-H(,,2) (z) ist also

—ik B - 2
e lki‘cos'l’zEdeC()SV(pe ivaf2 H(,,)(kg)
1

und, weil exp [ —irz 2]H£?) (ko) eine gerade Funktion
von v ist,

—ik o 4/_L - s ' (2),4.
e thkocosy — 5 jdvexp[w(gn—nQ)]H,, (ko).

Die Integrale

1 s
— | dyetvie—a/2).
L

E

stellen die reflektierte Welle dar und berechnen
sich wieder mit Hilfe der Debyeschen Formeln.

QHP (ka)-H'D (ko)
’.QH(V“ (ka)

Wir erhalten schliellich folgende Endergebnisse : fiir das Schattengebiet auf dem Zylinder (| 7—¢|< 7/2):

ou B e=inf3 T 6XD [iv, (p —m/2)] + exp [P v, (B7/2 — )]
on (@, ) = (ka)¥s l 1—exp[2niy] e 5
it D 7 6% | einf3 5 e ial3 59.352 1 37 22353 | 15
mit D=—3 G ' T Gah 5 T Fayh 9350 T (%a) \9-350 81 -350) » e %)
B exp [iv; (p —a/2)] + exp [iv; (37/2 — )]
u(a, ¢)=2D, 1 —exp[2aiv] Tewe
. 7 [ ein3 1 sy ein3 3 ‘ 1 6152 _
il A == nAq | (ka)h (10 PN “1?) T Ta)h (_ 200s,* T 100, 9-350) [15k)
1 1 3 353 8 \
T T (10057 1000 57 9815 T 150) T K
fiir das Lichtgebiet auf dem Zylinder (|¢|<x/2):
ou . ; f i 1+ 3sin?g |
_—— )= — 2 » \.p—tka cos @ , i
on 2 ) Ak -00R 13 ll T 2 ka-cos® ¢ 2 (ka)2cosbp ' | plom)
e~in3 — expliy, (37/2 —@)]+ exp[iv; (372 + ¢)]
(ka ‘XD, 1 —exp[2aiv) T ann
_ _ika~oosq/,l o i . 1 +3sing l
% (@, ) = Ze ll 2 ka-cos® ¢ (ka)*-cos® ¢ T | (168)
exp [iv; (37/2 —¢)] + exp [iv, (3 7/2 + <p)]
+2Dl 1—exp([27iv] e
fiir die Ausstrahlung in das geometrisch beleuchtete Gebiet fiir p>a:
i (0, ) = exp [—i ko cos ¢] —[(a-cos ¢/2)/20]" -exp [ik (0 —2a cos ¢/2)] (17a)
ll . 4 (ka)?sin?@/2 —1 31 1
| +i 8ko " 16ka-cos ¢/2 2 ka - cos® ¢/2
15 33 5 |
+ 512 (ka)®-cos? /2~ 32 (ka)? cost /2 + 4 (ka)? cos® ¢/2 ™ = ]
. exp [i v, (p + 7)] + exp [i v, (m — )] LA —1
+ (ka)%-(2ko)~"%-exp[i (ko + 7/12)] EC’, p—— -(l+?—;k9 )—}-
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LG wh Lo EnBE einlB 35 1 29 2813,
MO =367 G | T Rk 15 T (k) 350 (ka)®  \9-350 81-1750) o }

u (0, @) = exp[—1i ko cos ¢] + [(a cos ¢/2)/20]" exp [i k (0 — 2 a cos ¢/2)]

'Il ;A (ka)’-sin® g2 —1 31 i 7
| 4 8ko - 16 -ka-cos /2~ 2ka cos’ /2 (17b)
15 33 7 l
3T (ka)? cos? ¢/2 T3 (ka)?cost /2 4 (ka)? cos® g2 Et |
i T . o g
+ (Ba)h- (2 ko)%-exp[i (ko+ n/12)]- 3 €, =R L% (q;i?,:;[;ii[:jl ol (1 b4 4;’“ 1)+...

) 2 et 3 1 8 e~in3 3 38,2
mib O = g A () ‘{1 t a)% (_ 10 8,2 E)+ (ka)'Ts (— 200 s,* 350)
N 1 ( 11 611 281-s,3 |
(ka)* \400s,5 7502  9-3500 81-1750) T |

Obwohl die Formeln fiir die geometrisch reflektierten Anteile nur fiir |@|<z/2 abgeleitet sind, wird
man sie wohl unbedenklich auf den ganzen Bereich |7—¢|> (ka)~" anwenden konnen 3.

4. Numerische Ergebnisse

Mit den frither ! angegebenen Werten von g;, q;, 4(q;) und 4'(g;) ergibt sich fiir die beiden ersten Kriechwellen
beider Randbedingungen das folgende Koeffizientenschema

1 ei 73 (ka)~*s e~inf3 (ka)~*/s (ka)~2 einf3 (ka)=*ls
v, /ka = 1 1,8557571 —0,1147945 0,003974057 0,01120704
— D,/1,7967792 = 1 —0,371151 —0,202257 0,115171
'C,/0,9107192 = 1 —0,123717 —0,0448245 0,0126603
Vy/ka = 1 3,2446076 —0,3509160 0,08330725 —0,02505425
D,/1,5687999 = 1 —0,648922 —0,618281 0,666585
C,/0,6942729 — 1 —0,216307 —0,137024 0,107664
v, /ka = 1 0,8086165 —0,1454634 0,05096739 —0,01632319
D,/1,8324307 = 1 0,206846 —0,0074049 0,0447071
C,/1,5318731 = 1 0,0990300 0,0196735 0,0188914
vo/ka = 1 2,5780961 —0,2603410 0,08925042 —0,02679850
— D,/0,7347295 = 1 0,186918 0,0904177 0,0280926
C,/0,7851980 = 1 —0,156828 —0,0812261 0,0750548

5. Schlulbemerkung

Die Entwicklungen (16) und (17) lassen sich zur
Berechnung der Riickstrahlung (¢ =0) gebrau-
chen, sobald ka groBer ist als etwa 2. Entfernt man
sich von diesem Winkelwert, so benstigt man bald
erheblich groBere Werte von ka, da der geome-
trisch reflektierte Anteil in (17) nach Potenzen von
(ka cos® @/2)~t fortschreitet; die geometrische
Reihe versagt bereits in Gebieten, in welchen die
Reihe der Kriechwellen noch lange brauchbar ist.
Es wiire daher erwiinscht, fiir die geometrischen
Integrale asymptotische Darstellungen zu besitzen,

welche auch fiir kleinere Werte von kacos® ¢/2
brauchbar sind, etwa in Gestalt einer nach fallen-
den Potenzen von ka und steigenden Potenzen von
ka cos® ¢/2 fortschreitenden Reihe, deren Koeffi-
zienten bis jetzt noch nicht bestimmt wurden. —
Nimmt man die geometrische Welle kiinstlich weg,
indem man an einer Seite einen ebenen Schirm an
den Zylinder legt, so beobachtet man in dessen
Schatten nur die iiber den freien Teil des Zylinders
gelaufenen Kriechwellen und kann auch fiir kleine
Beugungswinkel und ka wenig grofer als 2 Gl. (17)
heranziehen.

3Anm. b.d. Korr.: Der Nachweis wird gegeben bei W. Franz und P. Beckmann, Creeping waves in
diffraction, Proc. URSI-Michigan Symposium 1955, Trans. Inst. Radio Eng. — Der von I. Imai (Z. Phys. 137,
31 [1954]) angegebene Beweis ist nicht richtig, s. Franz-Beckmann.



